1. Revisao Matematica

Notacao

e Se x é um elemento do conjunto S: xe$S

e Especificacdo de um conjunto : S= {x‘x satisfaz propriedadeP}

e Unido de dois conjuntos SeT:SUT
e Interseccdo de dois conjuntos SeT:5NT
e 7 existe; V para todo

e f:A—B significa que f é definida no conjunto A (seu dominio) e toma valores no

conjunto B (seu contradominio).
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1. Revisao Matematica

Notacao

xeR" é interpretado como um vector coluna

e x' designa o transposto de x e é um vector linha

x'y = 'i xy, define o produto interno de x,y e R".

1=
e x'y=0 significa que x e y sdo ortogonais

e Se xeR" as notagdes x>0 e x>0 significam que todas as coordenadas x, de x sdo
positivas ou nao negativas respectivamente

e Dados dois vectores x,y a notacdo x>y significa que x—y>0.

(x>y,x<y,etc. , sdo interpretados do mesmo modo ).
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1. Revisao Matematica

Espacos Vectoriais

Um espaco vectorial X é definido por um conjunto de elementos chamados vectores e
por duas operacoes :

e A primeira operacao é a adi¢do que associa com quaisquer dois vectores x,y € X um
vector x+yeX(asomadexey).
e A segunda operacdo é a multiplicacdo por um escalar que associa a um vector

xe Xe aum escalar «a um vector axe X.

OBS: Associado a todos os espagos vectoriais existe um conjunto de escalares usados
para definir a operacdo multiplicagdo por um escalar . Nas formulacdes mais
abstractas exige-se apenas que os escalares sejam elementos de um campo algébrico.
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1. Revisao Matematica

Espacos Vectoriais - Axiomas

O conjunto X e as operagdes de adicao e multiplicagdo por um escalar satisfazem os
seguintes axiomas :

1. x+y = y+x (lei comutativa)
2. (xty)+z = x+(y+z) (lei associativa)

3. Existe um vector nulo f€ X tal que x+0=x para Vxe X

4. o (xty) = ax+ay (lei distributiva)
5. (a+f)x = ax+ px (lei distributiva)
6. (af)x=a(fx) (lei associativa)

7.0x=60, Ix=x
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1. Revisao Matematica

Subespacos e Independéncia Linear

¢ Um subconjunto S de R" diz-se um subespaco de R" se ax+byeS para qualquer

x,y€S e qualquer a,beR

e Um linear manifold em R" é um subespaco transladado, i.e. um conjunto da forma :
y+5:{y+x ‘ xeS}

onde yeR e S é um subespago de R*
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1. Revisao Matematica

Subespacos e Independéncia Linear

e O espaco gerado (span) por uma colecgao finita {x,...,x,jde elementos de R" é o

subespaco consistindo de todos os vectores y da forma y = ;akxk onde g, R

e Os vectores x,..,x,€R" dizem-se linearmente independentes se ndo existir um

conjunto de escalares a,...,4,, tal que
m
k;akxk =0 a menos que a, =0 para cada k

(Definicao equivalente: x, #0 e para qualquer k>1 o vector x, ndo pertence ao span

de x,...,x, ;)
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1. Revisao Matematica

Subespacos e Independéncia Linear

e Dado um subespaco S de R" contendo pelo menos um vector ndo nulo entdo uma
base para S define-se como uma colecgao de vectores linearmente independentes
cujo span é igual a S.

( Qualquer base de um dado subespaco tem o mesmo namero de vectores - este

namero é chamado a dimensao de S)
e Por convencgao o subespacgo { 0 } tem dimensao zero
o A dimensdo de um linear manifold y+S é a dimensdo do correspondente subespaco S

e Qualquer subespaco de dimensao nao nula tem uma base ortogonal .
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1. Revisao Matematica

Matrizes

e Para qualquer matriz A,A,,|A| ou a,designa o seu elemento ij .
i

e A transposta de A é designada A’ e:

(AB|=B'A’' [A'] =a,

if
Se A é quadrada e A'=Aentdo A diz-se simétrica

e Se|A| =0 sempre que i+ entdo A diz-se diagonal.

ij

e Se|A| =0 sempre que i< entdo A diz-se triangular inferior.

ij
e Se A uma matriz mxn. O espaco de chegada (ou contradominio) de A é o conjunto de

todos os vectores y e R tal que y=Ax para x eR"
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1. Revisao Matematica

Matrizes

e O espago nulo ou Kernel de A é o conjunto de todos os vectores x€R" tal que Ax=0.

e O espaco de chegada de A e o espaco nulo de A sdo subespacos.

e A caracteristica de A é dada pelo minimo das dimensdes do espaco de chegada A e
do espaco de chegada de A’.
(Ae A’ tém obviamente a mesma caracteristica ).

e Diz-se que A tem caracteristica completa ( full rank ) se a sua caracteristica é igual a
min { m,n }.
Equivalente: A tem full rank sse ou as linhas A ou as colunas de A sdo linearmente

independentes .
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1. Revisao Matematica

Normas

DEFINICAO 1.1: A norma | e | em R" é uma fungao que atribui um valor escalar | x | a
qualquer xeR" e que tem as seguintes propriedades:

(@) [x|=20 VxeR"

(b) | cx |=|c|.| x | para qualquer ceR e para qualquer x eR"

(c) | x |=0 sse x=0

(d) |x+y <] x|+ y | para Vx,y e R"

1

l n )
OBS: A norma Euclideana é definida por |x ||:(x'xj2 :(Z ‘ximz :
i=1

R equipado com esta norma designa-se Espago Euclideano
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1. Revisao Matematica

Normas

PROPOSICAO 1.1: (Teorema de Pitagoras) se x e y forem ortogonais entdo
| x+y P=lx P+ Y[
PROPOSICAO 2.1: (Desigualdade de Schwartz) Para dois quaisquer vectores x e y
temos x4y |S|xjely|
OUTRAS NORMAS:

e mixima norma | e | (também designada norma -sup ou norma —/_ definida por

max
[ Xl.=[X

i |
1
n
e norma /,—| e |, definida por | X [ = ; ‘xi ‘
1=
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1. Revisao Matematica

Normas de Matrizes

e A norma | ¢ | no conjunto de matrizes nxn é uma fungao real que tem as mesmas
propriedades que as normas de vectores quando a matriz é vista como um
elemento de R™,

e A norma de uma matriz (nxn) é representada por | A |

e Normas induzidas sao construidas do seguinte modo : Dada uma qualquer norma
de vector | e |, a correspondente norma de matriz induzida é definida por :

|Al= M| Ax
jxeqr||x|=1|

NOTA: pela desigualdade de Schwartz temos
| A |=max] Ax ||=max‘ yAx ‘:>|| Al=| AT
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1. Revisao Matematica

Matrizes Quadradas e Valores Proprios

DEFINICAO 2.1: Uma matriz quadrada A diz-se singular se o seu determinante é nulo. Caso
contrario diz-se ndo-sigular ou invertivel.

PROPOSICAO 3.1: (a) Seja A uma matriz nxn . As seguintes afirmagdes sdo equivalentes :
(i) A matriz A é nao - singular
(i) A matriz A" é ndo - singular
iii) Para qualquer x €R" ndo nulo, temos Ax#0

iv) Para qualquer y eR", existe um tnico x e R" tal que Ax=y

(
(
(v) Existe uma matriz nxn B tal que AB=I=BA
(vi) As colunas de A sao linearmente independentes
(vii) As linhas de A sdo linearmente independentes
(b) Se A é ndo - singular, a matriz B de (v) (inversa de A designada A1) é tnica.
(c) Para duas quaisquer matrizes quadradas invertiveis A e B da mesma dimensao ,temos :
(AB)'=B A"
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1. Revisao Matematica

Matrizes Quadradas e Valores Proprios

DEFINICAO 3.1: O polinomio caracteristico ¢ de uma matriz nxn A é definido por
¢(/1j:‘ﬂ —A

(possivelmente repetidas e complexas) sdo chamadas os valores proprios de A . Um

,onde I é a matriz identidade da mesma dimensao de A . As n raizes de ¢

vector x (possivelmente com coordenadas complexas) tal que Ax=Ax, onde A é um
valor proprio de A, é chamado um vector proprio de A associado de A.
PROPOSICAO 4.1:
Seja A uma matriz quadrada.
(@) Um ntmero complexo A é um valor préprio de A sse existir um vector
proprio ndo nulo associado a 4.

(b) A é singular sse tiver um valor proprio que é igual a zero.

Prof. Jodo Sentieiro - ISR 1 ° Semestre 2003 / 04




1. Revisao Matematica

Matrizes Quadradas e Valores Proprios

PROPOSICAO 5.1: Seja A uma matriz nxn

(@) Os valores proprios de uma matriz triangular sao iguais aos elementos da sua
diagonal.

(b) Se S é uma matriz ndo - singular e B=SAS-1, entdo os valores proprios de A e B
coincidem.

(c) Os valores proprios de cI+A sdo iguais a c+A4,..,c+4, onde A,..,A sdo os
valores proprios de A.

(d) Os valores proprios de A* sdo iguais a Af,..,A* onde A,..,4 sdo os valores
proprios de A .

(e) Se A é ndo - singular, entdo os valores préprios A-! sdao os inversos dos valores
proprios de A.

(f) Os valores proprios de A e A’ coincidem .
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1. Revisao Matematica

Matrizes Quadradas e Valores Proprios

DEFINICAO 4.1:
O raio espectral p(A) de uma matriz quadrada A é definido como o maximo das

amplitudes dos valores préprios de A .

PROPOSICAO 5.1:
Os valores proprios de uma matriz quadrada A dependem continuamente dos
elementos de A .

Em particular p(A) é uma func¢ao continua de A .
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1. Revisao Matematica

Matrizes Quadradas e Valores Proprios

PROPOSICAO 7.1:

Para qualquer norma induzida | e | e qualquer matriz quadrada A temos:

1/k

fim, | 4* [ = pla)<| A

Para além disso, dado um qualquer ¢ >0, existe uma norma induzida | | tal que

PROPOSICAO 8.1: H A|=p(A)+e

Seja A uma matriz quadrada. Temos
lim, A*=0 sse p(A)<1.
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1. Revisao Matematica

Matrizes Simeétricas

PROPOSICAO 9.1: Seja A uma matriz nxn simétrica. Entao

(a) Os valores proprios de A sao reais.

(b) A matriz A tem um conjunto de n vectores proprios x,...,x, mutuamente
ortogonais, reais, e nao nulos.

(c) Suponha que os vectores proprios em (b) foram normalizados de modo

que | x, [=1 paracada:.

1 =

Entdo A= Z Axx,
onde A € o valor proprio correspondente ax,.
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1. Revisao Matematica

Matrizes Simeétricas

PROPOSICAO 10.1:

Seja A uma matriz nxn simétrica, sejam A4 <A, <..<A o0s seus vectores proprios
(reais), e sejam x,,x,...,x 0s vectores proprios ortogonais associados, normalizados
de modo que | x, |=1 para Vi.

Entao :

() |A|=p(A)=max{|2,

’.ol,

ﬂn

}, onde | e| é a norma matricial induzida pela

norma euclideana.

b) 4|y [<y'Ay<i|y[ para Vyeh
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1. Revisao Matematica

Matrizes Simeétricas e Positivas Definidas

PROPOSICAO 11.1:
Seja A uma matriz quadrada, e seja | ® | uma norma induzida pela norma euclidiana.
Entdo:
(a) Se A é simétrica, entdo | A¥ [=| A |F para qualquer inteiro positivo k.
(b) |AP=|A'A|=] AA].
(c) Se A é simétrica e ndo-singular, entdo | A~ | é igual ao inverso do mais
pequeno dos valores absolutos dos valores préprios de A.
DEFINICAO 4.1:

Uma matriz simétrica nxn A diz-se positiva definida se x'Ax>0 para VxeR", x# 0.

Diz-se ndo - negativa definida ou positiva semidefinida se x'Ax>0 para VxeR".

Prof. Jodo Sentieiro - ISR 1 ° Semestre 2003 / 04




1. Revisao Matematica

Matrizes Simeétricas e Positivas Definidas

PROPOSICAO 12.1:
(a) Para qualquer matriz mxn A , a matriz A'’A é simétrica e ndo - negativa
definida

A'A é positiva definida sse A tiver caracteristica n .

Em particular, se m=n, A’A é positiva definida sse A é nado - singular

(b) Uma matriz quadrada simétrica é ndo - negativa definida (ou, positiva
definida) sse todos os seus valores proprios forem ndo negativos (ou,
positivos)

(c) A inversa de uma matriz simétrica positiva definida é simétrica e positiva

definida.

Prof. Jodo Sentieiro - ISR 1 ° Semestre 2003 / 04




1. Revisao Matematica

Matrizes Simeétricas e Positivas Definidas

PROPOSICAO 13.1:
Seja A uma matriz quadrada,simétrica, ndo - negativa definida
(a) Existe uma matriz simétrica Q com a propriedade Q?=A. Tal matriz é

chamada raiz quadrada simétrica de A e é representada por Al/2.

(b) Uma raiz quadrada simétrica A!/? é invertivel sse A é invertivel. A sua

inversa é representada por A-1/2,
(c) Verifica-se A-1/2 A-1/2=A-1

(d) Verifica-se AAY/2=AY2A
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