1. Revisao Matematica

Sequéncias de Escalares

e Uma sequéncia {, | diz-se uma sequéncia de Cauchy se para qualquer £>03 algum K
(dependente de ¢) tal que:

‘xk—xm‘<g paratodo k>K e m=>K

e Uma sequéncia {,} diz-se ser limitada superiormente (inferiormente) se 3 algum
escalar b tal que :

x, <b (x, >b) para Vk

Diz-se limitada se é limitada superiormente e inferiormente .
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Escalares

e Uma sequéncia {,} diz-se ser ndo-crescente  (ndo-decrescente)  se

X, 2x,), Vk

xk+1 < xk ( k+1 —

X, v x (kax)

PROPOSICAO 17.1:
Qualquer sequéncia ndo-crescente ou nao-decrescente de escalares converge para um
namero possivelmente infinito. Se a sequéncia é tambem limitada entdo converge

para um ntmero real finito.
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Escalares

e O supremo de um conjunto (de escalares) ndo vazio A , denominado de supA, é

definido como o menor escalar x tal que x>y para Vye A

NOTA: Se um tal escalar ndo existir, diz-se que o supremo de A é .

e O infimo é definido de modo semelhante como o maior escalar x tal que x<y para

VyeA

NOTA: Se um tal escalar ndo existir, diz-se que o infimo de A é —o.
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Escalares

e Dada uma sequéncia {, |, o supremo da sequéncia designado por sup x, €
definido por sup{xk‘kzl,Z,...}. (O infimo da sequéncia é definido de modo

semelhante).

e Dada uma sequéncia {, | seja:
y, =supi{x |k>m| e z, =inf{x, [k>m}

A sequéncias Yy, e {z,} sdo, respectivamente, nao-crescentes e nao-decrescentes, e

portanto tém limite (possivelmente infinito) (Proposicao 17.1)

O limite de y,, é designadopor lim sup x, eolimitedez, por lim inf x,,.

m—»o0 m—»o0
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Escalares

PROPOSICAO 18.1: Seja i, | uma sequéncia de escalares.

(a) Verifica-se

iIl}f x, <liminf x, <limsup x, <sup x,
k

k—>o0 k—

(b) {x,jconverge sse lim inf x, =lim sup x, e, nesse caso, aquelas quantidade s sdo
k — o k — o
ambas iguais ao limite de {x, /.

(c) Se Xy < Y
liminfx, <liminfy,

k—o0 k—o0

lim supx, <limsupy,

k—o0 k—o0
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Vectores

e Uma sequéncia {x, | de vectores em R" diz-se convergir para x €R" se a coordenada i de x,

convergir para coordenada i de x para qualquer .

x, >x ou limx =x
k—w

e x| diz-se limitada (ou uma sequéncia de Cauchy) se cada uma das correspondentes

sequéncias de coordenadas for limitada (ou uma sequéncia de Cauchy respectivamente).

DEFINICAO 5.1:

Diz-se que um vector x€R" é um ponto limite de uma sequéncia {x { em R" se existe uma
A . . . n

subsequéncia de {x, | que converge para x. Seja A um subconjunto de R".

Diz-se que xeR" é um ponto limite de A se existe uma sequéncia {x, | consistindo de elementos

de A, que converge para x.
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1. Revisao Matematica

Sequéncias de Vectores

PROPOSICAO 19.1:
(a) Uma sequéncia limitada de vectores em ‘R" converge sse tem um unico
ponto limite.
(b) Uma sequéncia em R" converge sse € uma sequéncia de Cauchy.
(c) Qualquer sequéncia limitada em R" tem pelo menos um ponto limite.
(d) Seja {x,j uma sequéncia de escalares. Se lim sup x, ( 1jrkn _}o?f x,) € finito entdo

k—w

€ 0 maior (menor) ponto limite de ¥, |.
NOTA:Se p é um inteiro positivo e :R"—>%R", entdo diz-se que hx)=0(jx ||
sse lim M:O para todas as sequéncias {,}, com x,#0 para todo o k, que
% =0 [

convergem para 0 .
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1. Revisao Matematica

Conjuntos Fechados e Abertos

DEFINICAO 6.1:
(@) Um conjunto AcR"diz-se fechado se contem todos os seus pontos limite.
Diz-se aberto se o seu complemento (o conjunto {x ‘ X éA}) é fechado.

(b) Diz-se limitado se 3 algum ceR" tal que a amplitude de qualquer coordenada
de qualquer elemento de A é menor do que c.

(c) Diz-se compacto se qualquer sequéncia de elementos de A tem uma
subsequéncia que converge para um elemento de A.

(d) A vizinhanga de um vector x é um conjunto aberto contendo x.

(e) Se AcR" e, diz-se que x é um ponto interior de A se existe uma vizinhanca
de x que esta contida em A.

(f) Um vector xe A que ndo é um ponto interior de A diz-se ser um ponto de

fronteira de A.
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1. Revisao Matematica

Conjuntos Fechados e Abertos

PROPOSICAO 20.1:
(@) A unido de um namero finito de conjuntos fechados é fechada.
b) A interseccao de conjuntos fechados é fechada.
c) A unido de conjuntos abertos é aberta.

d) A interseccdo de um ntmero finito de conjuntos abertos é aberta.

(
(
(
(e) Um conjunto é aberto sse todos os seus elementos sao pontos interiores.
(f) Qualquer subespago de R" é fechado

(

g) Um subconjunto de R" é compacto sse é fechado e limitado
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1. Revisao Matematica

Continuidade

Seja AcR" e f:A—>R" . Seja x um ponto limite de A.

- Se a sequéncia { f(xkj}tem um limite comum z para qualquer sequéncia {,} de

elementos de A tal que lim x, =x , entdo podemos escrever que::

k — oo
lim f(y)=z

Yy —>Xx

A notagdo lim , = f(y) significa limite de f(x,) onde {x,} é uma subsequéncia de

elementos de A convergindo para x e satisfazendo x, <x .
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1. Revisao Matematica

Continuidade

DEFINICAO 7.1: Seja AcR"

(a) Uma fungao f:A—R" diz-se continua num ponto xe A se

lim f(y)= f(x).

Y—>x

Diz-se continua em A se é continua em qualquer x€ A.

(b) Uma funcdo real f:A—>NR diz-se semi-continua superior num vector xe A se

f(x) = limsup f(x, )

k—ow

para qualquer sequéncia {x, | de elementos de A convergindo para x .
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1. Revisao Matematica

Continuidade

() Uma funcdo real f:A—>R diz-se coercivase lim f(x,)=oc para qualquer

k > o

sequéncia de elementos de A tal que | x, |—> o para aleuma norma | e |.
q k q k p g | @]

(d) Seja AcR . Uma fungao f:A—R" diz-se continua a direita, num ponto x€ A se

lim,,, f(y)=f(x)

NOTA : E fécil de ver que quando Ac®R , uma funcdo nao-decrescente e continua a

direita f:A— R é semi-continua superior.
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1. Revisao Matematica

Continuidade

PROPOSICAO 21.1:

(@) A composicao de duas fungdes continuas é continua.
(b) Qualquer norma do vector R" é uma fungdo continua .
(c) Seja f:R"™—>R" continua, e seja AcR" aberto (fechado).

Entdo o conjunto {xe®R"| f(x)e A} € aberto (fechado).
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1. Revisao Matematica

Conjuntos Fechados e Abertos

PROPOSICAO 22.1: (Teorema de Weierstrass)

Seja A um subconjunto ndo vazio de R" e seja f:A—R uma funcdo semi-continua
inferior em todos os pontos de A.
Assuma que uma das seguintes condigdes se verifica :

(1) A é compacto
(2) A éfechado e fé coerciva

(3) Existe um escalar y tal que o conjunto {x cA| fx)< 7/} é ndo vazio e compacto.

Entdo, existe um vector x€ A tal que

f(x)=1inf f(2) x =arg min f(z)

zeA zeA
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1. Revisao Matematica

Conjuntos Fechados e Abertos

PROPOSICAO 23.1: (Propriedade de equivaléncia de normas):
Para quaisquer duas normas | e | e | ® | 'em R", existe alguma constante positiva ceR

tal que HxHécHxH’ Vx eR"

NOTA : Se uma sequéncia converge com respeito a uma norma, entdao converge com

respeito a todas as outras normas
PROPOSICAO 24.1:

Se um subconjunto de R" é aberto (fechado, limitado, ou compacto) para alguma

norma, entdo € aberto (fechado, limitado, ou compacto) para todas as outras normas.
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2. Analise Convexa

Conjuntos e Funcoes Convexas

DEFINICAO 1.2: Seja C um subconjunto de R" . Diz-se que C é convexo se
ax+(1-a)yeC Vx,yeC, Vael01] (D1.2)

DEFINICAO 2.2: Seja C um subconjunto convexo de R" . A funcdo f:C—NR diz-se

convexa se

flax+(1-a)y)<a f(x)+(1-a)fly) Vx,yeC, Vae[01] (D2.2)

OBS: (a) f diz-se concava se —f € convexa
(b) f diz-se estrictamente convexa se a desigualdade em (D2.2) for estricta para

todos os x,yeC com x#y e Vae[O,l).
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2. Analise Convexa

Conjuntos e Funcoes Convexas

PROPOSICAO 1.2:
(a) Para qualquer coleccao {Ci‘iel}de conjuntos convexos, o conjunto de

interseccao N, _,C, é convexo.

(b) A soma vectorial { X, +x2‘ x,€C,x,e Cz} de dois conjuntos convexos C, eC, é

convexo.
(c) A imagem de um conjunto sob uma transformacao linear é convexa.

(d) Se C é um conjunto convexo e f:C—R é uma fungdo convexa, os conjuntos

lxeC| f)<a e {xeC| f(x)<a | sdo convexos para todos os escalares « .
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2. Analise Convexa

Conjuntos e Funcoes Convexas

PROPOSICAO 2.2:

(@) Uma funcgad linear é convexa.
(b) Qualquer norma de um vector é convexa.
(c) A soma pesada de fungdes convexas, (com pesos positivos), é convexa.

(d) Se I & um conjunto de indices, CcR" é um conjunto, e f.:C—>R" é convexo

para cada i€l , entdo a fungao h:C — (—o,+0] definida por :

h(x)=sup f,(x) étambém convexa.

1el

Prof. Jodo Sentieiro - ISR 1 ° Semestre 2003 / 04




2. Analise Convexa

Caracterizacao de Funcoes Convexas Diferenciaveis

PROPOSICAO 3.2:

Seja C —R" um conjunto convexo e seja f:R" —> R diferencidvel em C.

(a) A funcdo fé convexa em sse.
f(z)= f(x)+(z—x)'Vf(x) Vx,zeC.

(b) Se a desigualdade anterior for estrita sempre que x#z, entdo f é estritamente

convexa em C.
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2. Analise Convexa

Caracterizacao de Funcoes Convexas Diferenciaveis
PROPOSICAO 4.2:

Seja CcR® um conjunto convexo e seja f:R"—>R dupla e continuamente
diferencidvel em C, e seja Q uma matriz real simétrica nxn.
(@) Se V2f(x)é positiva semidefinida para todo xeC, entdo f é convexa em C .
(b) Se V2f(x) é positiva definida para qualquer xeC, entdo f é estritamente
convexa em C.
(c) Se C=9N" e fé convexa, entdo V2f(x) é positiva semidefinida para todo xeC.
(d) A funcdo quadratica f(x)=x'Qx , onde Q é uma matriz simétrica. E convexa
sse J é positiva semidefinida. Para além disso, f é estritamente convexa sse ()
é positiva definida.
OBS: (c) também se verifica quando se assume que C tem um interior ndo vazio (em

vez de ser igual a R").
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