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Série de Problemas n° 2
Solucdes

1. Dada a funcéo:
f(xy) =X +y* +pxy + x+2y
temos :

: 0
Rifecy) = e T By + 1
&y +px+ 20

fazendo Nf(x,y) =0, obtemos o sistema de equagdes:

€ BCéxU é1u
<) B U=-éu
e 20y0 é&20

Este sistema tem uma solug&o Unica (um Unico ponto de estacionaridade)
excepto quando [32 =4.

Se [32 = 4, pode verificar-se que o sistema de equac¢des ndo tem solucao (nao
existe ponto de estacionaridade).

Se [32 1 4, para que o ponto de estacionaridade seja um minimo local, o
hessiano da funcdo dado por:

02 1
& 20

tem de ser positivo semi-definido. Mas se assim for, f(X,y) serd uma funcéo
guadratica (convexa) e cada minimo local sera global.



O hessiano Q sera positivo definido sse * < 4, e positivo semi-definido se
[32 = 4 (caso em que nao existe ponto de estacionaridade, como vimos acima).
Entdo, se [32 < 4, existird um Unico ponto de estacionaridade que € um minimo

global.
Se B* = 4, néo existe ponto de estacionaridade.

Se [32 > 4, existird um Unico ponto de estacionaridade que, no entanto, ndo é
um minimo local.

2. (@) Temos

3 &x° - 16xU - €12x*- 16 0U
Nf(x,y) =& g, Nf(xy)=2¢6 g
& 2y é O 20

e (2 0

S——"

Entdo os pontos de estacionaridade de f sdo (O 0), (2 0

Uma vez que:
f20) =f(-2,00=0 e f(x,y)30, "xXyIR
Temos que (2 0) e (-2 o) sdo minimos globais de f.

. €16 OU
Umavez que N (0,0) =é U tem um valor proprio positivo e outro
é0 20
negativo, (O 0) nao € nem um maximo nem um minimo local (¢ um ponto de

sela).

(b) Temos:

+ cosyU R (cy) = é 1 - seny

u
0
xseny 0 é seny -xcosy(

R (x y) = §‘

Entédo os pontos de estacionaridade de f séo:

L ;
O kw +— % inteiroi/).
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181" kn i = nteiroy,



Destes, os minimos locais sao:

{lg 1)(k+1), kng| k :inteirog.

(c) Temos:
. _ Sosx+ cos(x+y)
Nf(x y) = g:osy +cos(x+y)H
_ e senx - sen(x + y) - sen(x +y) U
NF(xy) = g -sen(x+y) - seny - sen(x+y)§

Entdo os pontos de estacionaridade de f séo:

Uma vez que:

& 70 6
N*fg=,=+ <0 entdo ag_c + € um maximo local
334 €335
B 5 &y 50
o € um minimo local

N*f 23 ?—>O entdo g___

No que respeita a (n,n) temos N*f (:rc ,n) =0.

Para determinar se (ﬂ:,n) € um maximo ou um minimo local, fazemos:

X=7m +¢, y=m+e¢



Para € pequeno em valor absoluto.
Entdo temos que:

f(ﬂ?+8,n+8)>0 para ¢ <0
e
f(J'E+8,J'IZ+8)<O para ¢ >0

Logo (n,n) ndo pode ser nem um maximo local nem um minimo local.

(d) Temos:
&4x® - 4xy- 2xU
Nf(x,y)zé X 4 XU,
& -2x*+2y (
- €12x%- 4y - 2 -4xU
R(xy)=6 "~ %
é -4x 2 (

O Unico ponto de estacionaridade é portanto (0,0).

. &2 ou
Como N (0,0) =€ U, tem dois valores préprios de sinal contrario,
80 20

(0,0) n&o & um minimo local nem um maximo local.

(e) Nao é fornecida solucéo para este problema.

3. (a) Uma vez que a funcéo g(oc) = f(x* +ad) € minimizada em o =0 para

todoo dT A" temos que paratodoo o e i temos:

f(x +ae,)3 f(x),
0 que implica

i f(x* +ocei)- f(x*) - i f(x* +aei) - f(x*)

a® 0* o o® 0~ o

£0,

ou
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(b) Considere o a fungéo f(y,z) = (z - pyz)(z - qyz), com 0<p<q
eseja X = (0,0).
Vamos primeiro provar que g(a) € minimizada em o = 0 para todo o
di R*.
Temos entdo:
gla) =f(x +ad)=f(ad) =(ad, - pa’d?)(ad, - go’d?) =a?(d, - pad?)(d, - gad?).

Também:
gdo) = 2a(d, - pad?)(d, - qod?)+a?(- pd?)(d, - gad?)+a’(d, - pad?)(- qd?).
Entéo g¢0) = 0. Além disso temos:
8o ) = 2(d, - pad?)(d, - god?)+2a(- pd?)(d, - gad?)+ 2a(d, - pad?)(- qd?)+
#2a(-pd;)(d, - god?)+o’(-pd?)(- qd;)+
#2a(d, - pad; )(- qdf) +a*(- pd;)(- qd;).

Entdo gqq(o) =2d? que é maior do que zerose d, ! 0. Se d, =0,

g(a) = pqo.‘d, que é claramente minimizada em o. = 0.
ENTAO, (0,0) é um minimo local de f ao longo de todas as linhas
rectas que passam em (0,0).
Vamos agora mostrar que se 0 < p <, ent&o:
f(y,myz) <0se y! o0

e
f(y,myz) 3 0 caso contrario.



Considere um ponto da forma (y,my2 ) Entéo teremos

f(y.my*)=y*(m- pfm-q)

Claramente, f(y,myz) <0 seesbése 0<p<q e y?!O.

Em qualquer vizinhanca ¢ de (0,0), existe um y ! O tal que para algum
mi (p,q), (y,myz) também pertence a vizinhanca. Uma vez que f(0,0) =0,

Verificamos que (0,0) nao é um minimo local.

4. Temos:

Entdo os pontos de estacionaridade de f sdo x = +1.

Como X >0, seleccionamos apenas X =1.

Como N*f (1) >0, e f(x) & uma fungdo convexa X =1 é um minimo global.

Logo ;(+X—f( )3 f(]) 2.

A area do paralelepipedo é dada por A = 2xy +2yz +2zX
A restricdo de volume unitario impde a seguinte relacéo entre variaveis:

1
z=—

Xy
Por eliminagédo de zpodemos formular o problema de minimizacédo apenas em
funcdo de X e .

& 1 10
mlngxy += < +9;

Agora, temos:



e 1U €2 1@

&y- Zu €= u

—-e Xu p2 —ex U
Nf(x,y)—e 10 e Nf(x,y)—el 24
8)( yZH & ysﬂ

Assim (ll) € 0 Unico ponto de estacionaridade da funcéo.

Como N (ll) >0 entdo (ll) é 0 minimo global da func&o.

Assim, o paralelepipedo de volume unitario com superficie de area minima € o
cubo de arestas unitérias.



