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Série de Problemas 4

Minimizacao sem restrigoes
(algoritmos gradiente, Newton, quasi-Newton BFGS)

Minimizagao em conjuntos convexos
(algoritmo gradiente condicional)

Introducgao
No problema 1 vai implementar em MATLAB os algoritmos iterativos
gradiente e quasi-Newton BFGS para minimizagao de fungoes sem restrigoes

min f(x).

z€R™

Ambos estes algoritmos operam por pesquisas em linha e obedecem ao
protétipo representado na tabela 1.

inicializagao escolher zg € R" e toleradncia € >0
inicializar k=0
ciclo calcular g; = Vf(zy)

determinar direcg3o de pesquisa dj

>

| 2

| 2

> se ||gix|| < € terminar
| 2

» pesquisar na linha di para obter zpi;
>

k<« k+1 e retornar ao ciclo

Tabela 1: Algoritmo de pesquisa em linha

Os algoritmos de gradiente e quasi-Newton BFGS apenas diferem no
modo como, na linha 5, escolhem a direccao de pesquisa dy:

e Para o método de gradiente, tem-se di = —gi

e Para o método quasi-Newton BFGS, tem-se d, = —Wj.g; onde Wy =
I, e, para k > 0, usa-se a recursao

T T T T
sy' Wi_1 + Wi_1ys Wi_ ss
Wk:Wk—l_y k—1 k—1Y +1_|_y k—1Y
yl's yl's yl's
Yy = Gk — gk-1
S = T — Tk_1-



Para ambos os algoritmos (gradiente e quasi-Newton BFGS), a linha 6
implica resolver o subproblema de optimizacao unidimensional

i t 1
onde ¢(t) = f(xp + tdy). Na verdade, tal como descrito na dltima série
de problemas, basta resolver (1) aproximadamente. Ou seja, basta localizar
um ponto “aceitavel”’. O algoritmo para localizacdo de pontos aceitiveis
(introduzido na série de problemas anterior) estd reproduzido na tabela 2.

1. inicializacao » escolher t > 0
2. » inicializar e=0, d= 400, k=0
3. ciclo » testar fg:
4, e se t, € A: terminar
5. e setreD: d=ty
6. esetp,el: e=1y
7. » testar d:
8. e se d=+00: escolher tpy1 >t
9. e se d < +oo: escolher ti € (e,d)
10. » k<« k+1 e retornar ao ciclo
Tabela 2: Algoritmo para localizacao de um ponto aceitavel
Comentarios:

e [remos usar sempre a regra de Wolfe

A = {t>0:¢(t) <¢(0) +0¢'(0)t e ¢'(t) = A¢'(0) }
D = {t>0:¢()>¢0)+ 0 (0)t}
£ = {t>0:¢(t) < d(0) +0¢'(0)t e ¢(t) < AH(0) }

com parametros tg =1, 0 =0.4e X =0.8;

e na linha 8 do algoritmo assuma (para simplificar) que se escolhe t;11 >
ty fazendo txy1 = aty (com o = 10);

e na linha 9 do algoritmo assuma (para simplificar) que se escolhe ¢34 €
(e,d) fazendo t1 = (e + d)/2.



Problema 1. [Algoritmo de gradiente e quasi-Newton BFGS]| Con-
sidere a funcdo de Rosenbrock f : R? — R dada por

f(a:l,xg) =100 (1’2 — x%)z + (1 — 1’1)2 .

A fungao f tem um minimo global em x* = (1,1) e f (z*) = 0. A figura 1
ilustra algumas curvas de nivel de f na vizinhanca de x*.
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Figura 1: Curvas de nivel de f [Problema 1]

(a) Implemente o algoritmo de gradiente para minimizar f. Use zg =
(—1,—1) e e = 1073, Quantas iteracoes sdao executadas por este algoritmo
(tabela 1) ? Qual o valor de x na iteragao final ? Represente graficamente
os valores da fungao objectivo assumidos pelas pontos x; gerados pelo algo-
ritmo, isto é, f(zy) para k =0,1,2,... até & paragem.

Nota: A titulo de exemplo (que deve tentar reproduzir) a tabela 3 contém
as primeiras 4 iteragdes quando se parte de o = (1,—2). Além disso, a
figura 2 exibe os valores de f(xy) correspondentes aos pontos zj gerados
pelo algoritmo.

(b) Implemente o algoritmo de quasi-Newton BFGS para minimizar f.
Use 29 = (—1,—1) e e = 1073, Quantas iteracdes sdo executadas por este
algoritmo (tabela 1) 7 Qual o valor de zj na iteragao final ? Represente
graficamente os valores da funcao objectivo assumidos pelas pontos xj ger-
ados pelo algoritmo, isto é, f(zy) para k = 0,1,2,... até a paragem. Qual
a matriz W final ? Compare-a com a inversa da matriz Hessiana V2f(1,1)
e comente.

Nota: A titulo de exemplo (que deve tentar reproduzir) a tabela 4 contém
as primeiras 4 iteragdes quando se parte de g = (1,—2). Além disso, a



(1.0000, —2.0000)
(0.4141, —1.7070)
(—0.1913, —0.9733)
(0.1199, —0.1843)
(0.0895, —0.0291)

B~ W N = o

Tabela 3: Primeiras iteragoes do algoritmo de gradiente [Problema 1 (a)]
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Figura 2: Fungao objectivo f(zj) [Problema 1(a)]

figura 3 exibe os valores de f(xy) correspondentes aos pontos zj gerados
pelo algoritmo.

Problema 2. [Newton] Considere a funcio h : R? — R,
h(zy,22) = (11 — 21 — 22)* + (1 + 21 + 1022 — 2122)° — 40.

A fungao h tem dois minimizante globais, 7 = (13,4) e x5 = (7, —2), que
satisfazem h (z7) = h (z3) = 0. Tem igualmente um ponto de sela em (10, 1).
A figura 4 ilustra algumas curvas de nivel de h em torno desses pontos de
estacionariedade.

Considere a utilizagado do método de Newton puro para minimizar h. Ou
seja, temos

-1
S R (Hk) g, 2)



| |
(1.0000, —2.0000)
(0.4141, —1.7070)
(0.9894, 0.5862)

)

)

(0.9651,0.8788
(0.9624,0.9259

=W N = O

Tabela 4: Primeiras iteragoes do algoritmo quasi-Newton BFGS [Problema

1 (b)]
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Figura 3: Fungao objectivo f(z)) [Problema 1(b)]

onde g* = Vh (z¥) e H* = V2h(a").

(a) Implemente a iteragdo em (2) em MATLAB, tomando como condigao
inicial 20 = (18, 6). Para onde convergem as iteracoes do algoritmo ?

(b) Repita a alfnea (a) tomando x° = (1, —4) como ponto inicial. Para
onde convergem as iteragoes do algoritmo ?

(c) Repita a alinea (a) tomando 2° = (9,3) como ponto inicial. Para
onde convergem as iteragoes do algoritmo 7

(d) Comente os resultados que obteve nas alineas anteriores.

Problema 3.[Algoritmo do gradiente condicional] Considere o prob-
lema de optimizacao

min f(z), (3)

zeC

onde f representa uma fungao diferenciavel e C' é um conjunto convexo fecha-



10 12

Figura 4: Curvas de nivel de h [Problema 2]

do. Considere o algoritmo do gradiente condicional (com regra de Armijo)

ol = gk + «

dF = gk gk

¥ = arggéiél Vf (ﬁk)T (;r — xk)

k’dk

com o = ™k onde my, representa o primeiro inteiro nio-negativo m €
{0,1,2,...} que satisfaz

f (xk n ﬁmdk) < (xk> + AoV f (xk>T d*.

Aqui, 0 < 3,0 < 1 representam parametros do algoritmo. Para este proble-
ma, faca 6 =0.2 e 0 = 0.8.

Neste problema, consideramos a minimizagao da funcao de Rosenbrock
(introduzida no problema 1) f : R? — R

f(z1,22) =100 (22 — x%)Q +(1—x).

conjunto convexo C' é uma “caixa”centrada em —1) e aresta de
O t C « " centrad 1, -1 ta d
comprimento 1, ou seja,

C = {(w1,72) : |[(x1,22) — (1, -1)[|, < 0.5}

A figura 5 ilustra problema.
Implemente o algoritmo do gradiente condicional, partindo de z° =
(1,—1). Para onde convergem as iteracoes do algoritmo ?

Problema 4.[Fungoes convexas: um minimizante local é um min-
imizante global] Seja S C R™ um conjunto convexo e f : S — R uma



Figura 5: Curvas de nivel de f e conjunto C' [Problema 4]

funcéo convexa. Mostre: se zg € S é um minimizante local de f, entdo xg
é um minimizante global de f. [Nota: este resultado é muito importante!
Torna as fungoes convexas extremamente atractivas para minimizar dado a
auséncia de “falsos” minimos]



